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Chapitre 1 : Déterminants

La notion de déterminant est une notion essentielle en algebre linéaire et en géométrie. C’est un nombre que
I’on associe & une famille de n vecteurs de R™. On verra qu’il permet de calculer le volume du parallélépipede
engendré par ces vecteurs, et qu’il permet aussi de déterminer si la matrice carrée formée par ces vecteurs est

inversible ou non.

1 Définition du déterminant par récurrence

K désigne un corps commutatif (R ou C). Rappelons que M, (K) désigne ’ensemble des matrices carrées
a n lignes et n colonnes a coeflicients dans K, pour n > 1. On commence par définir le déterminant en petites

dimensions, puis on verra une définition générale.

— Définition 1

e Soit a € K (vu comme une matrice 1 x 1). Alors det(a) = a.

4 f[a b _la b
e Soit A = <c d) € Ms(K). Alors det(A) = . d‘ = ad — be.
a b c
e Soit B=|d e f| € Ms(K). Alors det(B) = a(ei — fh) — b(di — fg) + c(dh — eg).
g h 1

Pour les matrices plus grandes, on définit le déterminant par récurrence avec la définition générale ci-

dessous :

— Définition 2

Soit A = (asj)1<ij<n € Mp(K). On définit par récurrence une application det : M,,(K) — K :
e sin=1, A=a € K: on pose alors det(A4) = a;
e sin > 1, notons A;; € M,,—1(K) la matrice obtenue en retirant la i-eéme ligne et la j-éme
colonne de A. Alors

det(A) =ali det(AH) + ...+ (—1)k+1a1k det(Alk) + ...(—1)”+1a1n det(Aln).

Exemples :

1. Matrices 2 x 2 : soit A = (CCL 2) Alors

b

g =ad+ (=1)*2be = ad — be.

det(A) = ‘Z

On retrouve bien ce qu’on avait vu précédemment.



2. Matrices 3 x 3 :

=23 1 -1 2 -1 2 1
2 1 —1|=1x +2 % + 3 x =1x(14+5)+2x(2+1)+3x(10-1)=39.
5 1 1 1 1 5
1 5
3. Matrices 4 x 4 :

f (1) g _(1) 020 1 20 1 0 2

00 1 0=2x[0 1 0=1x]0 1 0+0x(.)+1x]0 0 1

3 1 0 1 1 01 3 01 310

0 0 10 0 0 0 1 0 0

—2><(—2)><1 11><<1><‘0 12><‘3 1>+1><<1><1 0|+2><|3 1)
=0-14+0-1+0
= —2.

Remarque. C’est une méthode de calcul longue : pour le déterminant d’une matrice 6 x 6, on doit calculer 6
déterminants d’ordre 5, donc 30 d’ordre 4, donc 120 d’ordre 3, donc 360 d’ordre 2, donc au final on se retrouve
avec 720 calculs!!

Quelques déterminants remarquables

e Matrice diagonale : si

a1,1 0 0
0 a2 2 0
A=\|1 0 0 | € Mn(K),
0
0 0 An.n

on a alors en utilisant la définition :

e Matrice triangulaire inférieure : si

ail 0 0
az1 a2 0
T= as1 as;?2 0 € Mn(K),
0
Gp,1 Aan,2 an3 ... Gpn

on retrouve aussi en utilisant la définition que
n
det(T) = H A -
i=1

Remarque. On verra que si A € M,(K), on a det(A) = det(*A). Ainsi, on peut développer selon la premiere
colonne au lieu de la premiere ligne et on peut remplacer "inférieure” par "supérieure” dans le calcul ci-dessus.



2 Propriétés du déterminant

~ Théoréme 3 (Multilinéarit¢) \

Soit A € M, (K). Le déterminant est une application multilinéaire des colonnes de A, c’est a dire :
1. Si A’ est obtenue en multipliant une colonne de A par A € K, alors det(A’) = Adet(A).

2. Si on note les colonnes de A par ¢;, 1 < i < n, et si v est un vecteur-colonne de taille n,
alors

det(c1y ey Cim1, UV + Ciy Cig 1y vey Cn) = det(Cy vey Cim1, Ciy Cig 1y oy Cn)

+ det(c1y oy Cim1, U, Cig 1y vy Cn)

Remarque. Le point 1 du théoréme entraine que pour A\ € K, det(AA) = A" det(A).

émonstration. ns c; nn < ¢ <n. On n = (e1,¢9,...,¢p). Soi n
D trat Notons ¢; les colonnes de A, 1 < ¢ < n. On a donc A 1,€2, ..., Cpn). Soit A € K, posons
A" = (c1,¢9,...X¢4, ..., ¢). Prouvons I'énoncé par récurrence sur la dimension de la matrice.

n=1: i n’y a rien & montrer.

n =2 : c’est une simple vérification :

Aa b

e d c d|’

‘:)\ad—/\bc:)\(ad—bc):/\

%

On vérifie de méme sur la deuxieéme colonne.
"(n—1) = n”: Soit A € M, (K). Par définition, on a

det(A) = Z(—l)jJrlaLj det(ALj), ALJ € Mn_l(K).
j=1

Or par hypothese de récurrence, I’énoncé est vrai pour det(A; ;), donc il est aussi vrai pour det(A),
qui n’est qu’une somme de tels termes. Précisément :

det(A") = Z(—l)jﬂa'l,j det (A1 ;)
j=1
= Z(—l)j+1a17j)\det(A17j)
j=1
=\ Z(—l)jJrlaLj det(ALj)
j=1
= Adet(A)
Le point 2. se montre de la méme maniere. ]
,—[Théoréme 4 (Alternance)] \

Soit A € M, (K).
1. Si A” est obtenue en échangeant deux colonnes de A, alors det(A”) = —det(A).

2. Si A a deux colonnes égales, alors det(A) = 0.

Démonstration.



2. Toujours par récurrence sur la dimension de la matrice. Pour n = 1 et n = 2, les calculs sont de simples

vérifications.
Pour I’hérédité : supposons que deux colonnes consécutives de A € M, (K) sont égales, par exemple

Supposons ¢, = cgy1. Si j # k et j # k + 1, alors par hypotheése de récurrence on a det(Ay,j) = 0.
Ainsi, on obtient

(—1)j+1a1,j det(Al,j)

Il
NE

det(A)
1

— )"y g det(Arg) + (1) 2ay oy det(A i)

Il

Puis, on montre qu’en échangeant deux colonnes adjacentes, le déterminant change de signe :

0= det(cl, €2y .y Cj + Cjt1,Cj F Cjg1y oy Cn)
= det(cl, €2y +eey Cjy Cjiy vnny Cn) + det(cl, €2y +ees Cjy Cjgly oes Cn) (*)

+det(ci, €2, ..y Cjt1,Cjy oy Cn) + det(cr, €2, ooy i1, Cjgty vy Cn)-

On peut ainsi échanger successivement deux colonnes pour les rendre adjacentes, ce qui change le signe
a chaque étape. Mais quand deux colonnes égales sont adjacentes, le déterminant est nul, donc changer
le signe n’a pas d’incidence! On déduit ainsi le point 2 du théoréme.

1. La preuve du point 1 est un calcul analogue & (*).
O]

Remarque. Une application qui vérifie les théoremes 3 et 4 est dite multilinéaire alternée : elle est linéaire par
rapport a chaque variable et change de signe si on échange deux variables.

Proposition 5

1. det(I,) = 1.
2. det(A) = det(A?), pour A € M, (K).

Exemple de calcul utilisant ces propriétés :

2 2 2 1 1 1 1 1 1 11 1
-3 3 3 =2x|-3 3 -3 =2x3x|-1 1 —-1|=2x3x=-x|-1 1 -1
11 _1 11 _1 11 _1 1 1 -1
2 2 2 2 2 2 2 2 2
3 1 —1_—1 —1+—1 1
- 1 -1 1 -1 11

Proposition 6

Si A" est obtenue en ajoutant & une colonne de A une combinaison linéaire d’autres colonnes de

A, alors det(A"”") = det(A).




Exemple : On a vu exemple précédent que

2 2 2 11 1
-3 3 —3]=3x|-1 1 —1|.
1 1 1

73 "2 11 -1

Mais, en effectuant I'opération ¢y < ¢9 + 3, on obtient

11 1 12 1 1
-1 1 —1|=|-1 0 —1:—2><| L =%
11 -1 10 -1

donc finalement on retrouve bien —12 comme avant.

3 Meéthode de calcul par le pivot de Gauss

On a déja vu un peu sur des exemples comment faire. Voici la méthode :
1. Trouver une ligne ou une colonne avec un maximum de zéros;

2. Modifier la matrice au moyen d’opérations élémentaires (en effectuant des combinaisons linéaires de
lignes ou de colonnes), de maniere & ce qu’il n’y ait plus qu’un unique élément non nul sur la ligne ou
colonne choisie ;

3. Développer selon cette ligne ou colonne;

4. Recommencer.

Exemple :
i(l) (2)_(1) 2 1=l 1 -1
0 0 [i] 0:1><0 Ol =1x(-x| —[|=1x(-1)x2=-2
31 0 1 s b1

On voit qu’on arrive au résultat beaucoup plus vite qu’avec la méthode de la définition, voir exemple 3 page
1.

Exemple :
1 3 2 4
1[1] 10
1 012
0 21 2
1 3 -1 4
01 00
:1 1 2 (Cy 4= Gy =)
0 2 -1 2
1] -1 4
=lx|1 1 2
0 —1 2

-1 4
=0 2 =2 (L2 — L2 — Ll)
0 -1 2
2 =2
=1 9 =2.




4 Liens avec ’inverse

— Définition 7

Soit A € M, (K).
Le cofacteur de I’élément a; ; est cof(a; ;) = (—1)"7 det(4; ).
La comatrice de A, notée com(A), est définie comme étant la matrice des cofacteurs.

J

. 1 2
Exemple : si A = 3 4
1. On a donc la comatrice :

com(A) = <_;l _?1)>

,—| Proposition 8

>, alors le cofacteur de 1 est 4, celui de 2 est -3, celui de 3 est -2 et celui de 4 est

Formule importante : A - (com(A))! = det(A)I,.

Conséquence : si det(A) est non nul, A~ = ﬁm)com(A)t. On a aussi

A inversible <= det(A) # 0.

Exemple :

Avec la matrice A = <é 4

peut calculer son inverse :

2
) ci-dessus : on constate que det(A) =4 — 6 = —2, donc A est inversible et on

,—| Proposition 9

Soient A, B € M, (K).

det(AB) = det(A) det(B).

.

Attention!!! En général, det(A 4+ B) # det(A) + det(B)!!! Par exemple,

10
01

-1 0
0 -1

alors que



— Corollaire 10 N

Soit A € M, (K) inversible. Alors

1

det(A™') = det(4)

\. J

En effet, AA~! = I,,, donc det(A) det(A™!) = det(AA™!) = det(I,) = 1.

,—[Proposition 11] \

Soit un systeme linéaire de n équations a n inconnues mis sous forme matricielle AX = Y, avec
A e M,(K) et X,Y des vecteurs colonnes. Ce systéme posséde une solution unique si et seulement
si det(A) # 0. Dans ce cas, A est inversible et la solution est donnée par X = A~'Y.

5 Interprétation géométrique du déterminant

Le déterminant a une interprétation géométrique tres simple en termes de calculs d’aires.

,—[Proposition 12] \

1. Soient = = (x1,x2) et y = (y1,y2) deux vecteurs. Alors I'aire A du parallélogramme formé
par ces deux vecteurs vaut la valeur absolue de leur déterminant :

1 Y1

A= |det(z, ) = o,

2. Soient = = (x1,x2,23), y = (y1,Y2,Y3) et z = (z1, 22, z3) trois vecteurs. Alors le volume V
du parallélépipede formé par ces trois vecteurs vaut la valeur absolue de leur déterminant :

1 Y1 21
V =|det(z,y,2)| = ||lx2a y2 22
T3 Ys 23




